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Введение 
Около двух веков назад Дирихле [1] доказал теорему, в которой получил 

существенное улучшение, полученных ранее результатов, при замене 
действительных чисел рациональными числами.  

Теорема Дирихле. Для любого     и натурального числа     всегда 
существуют целые числа   и         , такие, что  

     
         

. (1) 

Неравенство (1) усиливалось и обобщалось во многих статьях и монографиях 
[2, 3, 4, 5, 6, 7]. Область математики, связанная с неравенством (1), получила 
название теория диофантовых приближений.  

Преобразовав (1), получаем, что неравенство 

                   (2) 

имеет бесконечное число решений для любого   из интервала          в целых   
и натуральных числах  , где в (2) под знаком модуля находится полином      
первой степени.  
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Сформулируем несколько задач, связанных с обобщением неравенства (2) на 
полиномы степени        и высоты                       вида 

                               ,            . (3) 

Существует простой метод, названный принципом ящиков Дирихле, 
позволяющий обобщить неравенство (2) на полиномы произвольной степени.  

Далее                величины, зависящие только от   и не зависящие от 
     . Обозначим    и    меру Лебега в   и    меру Хаара в    – поле  
 -адических чисел, а      – размерность Хаусдорфа множества    . Для     
введем монотонно убывающую функцию       . Обозначим       – 
множество    , для которых неравенство  

                 
имеет бесконечное число решений в полиномах (3).  

При                   К. Малер [7] доказал, что            и 
предложил (гипотеза Малера), что                        и     . 

Теорема 1. (Спринджук [2, 8]). Гипотеза Малера справедлива. 
Ровно 100 лет назад А. Я. Хинчин [9] доказал, что верно следующее 

утверждение. 

Теорема 2. Верно равенство 

        

 
 
 

 
           

 

   

            
 

   

  

В конце ХХ века В. И. Берник [5] и В. В. Бересневич [10] обобщили и усилили 
теоремы 1 и 2. 

Теорема 3. Справедливы равенства  

        

 
 
 

 
           

 

   

            
 

   

  

Несколько ранее А. Бейкер и В. Шмидт [11] и В. Н. Берник [4] нашли точное 
значение размерности Хаусдорфа множества       тех    , для которых 
неравенство 

                

имеет бесконечное число решений в полиномах      
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Теорема 4. Размерность Хаусдорфа множества     равна         
   
   .

Результаты, аналогичные теоремам 1–4, были получены для поля р-адических 
чисел   [3, 12], а также в поле формальных степенных рядов.

Методы, разработанные при доказательстве указанных выше результатов, 
оказались полезными для решения ряда прикладных задач [13, 14]. В последние 
годы стали популярными задачи, по оценкам сверху и снизу количества 
полиномов заданной степени и высоты, у которых производные в корнях 
полиномов их дискриминанты и результанты лежат в указанных заранее границах
[15], [16], [17]. Следует отметить разнообразие применяемых при решении таких 
задач методов анализа, алгебры, геометрии чисел, теории вероятностей и теории 
динамических систем.

Основная часть
В данной статье мы исследуем величины дискриминантов целочисленных 

полиномов, а также выясняем, на какую степень простого числа могут делиться 
дискриминанты.

Пусть           – корни     как действительные, так и комплексные. 
В некоторых задачах принципиально важно знать, является ли корень   
действительным алгебраическим числом или       .

При исследовании структуры множества решений неравенства        
         важно выделить как количество интервалов     , так и размеры этих 
интервалов. 

Обозначим через      множество тех  , для которых корень   является 
ближайшим корнем к  . Удобно положить    .

Лемма 1. Пусть    – ближайший к  корень     . Тогда 

                         
  ; (4) 

                   
               

                  
 
  . (5) 

Приведенные в (4), (5) оценки являются точными в том смысле, что всегда 
можно указать интервал      , для которого выполняется неравенство, 
противоположное (4), (5). Это доказано в [17]. В [18] показано, что оценки длин 
интервалов       можно получить через величины дискриминантов     .

Если применить лемму 1 к неравенству           , то становится ясно, что 
множество решений неравенства можно покрыть объединением интервалов, 
содержащих корни     .

Поэтому первые продвижения в проблеме Малера были связаны с оценками 
сверху для количества полиномов с малыми значениями модулей производных и 
детерминантов     [15, 19]. 

Рассмотрим задачи диофантовых приближений в   – поле р-адических
чисел.
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Для       множество 

                                          (6) 

будем называть цилиндром в   . Как и при определении меры Лебега    в   
введем для любого множества       покрытие    цилиндрами  меры       . 
Возьмем множество 

         
 

   
 

по всем покрытиям   . 
Величину   назовем мерой Хаара    множества   . Из (6) следует, что 

каждую точку цилиндра можно рассматривать как его центр, и если два цилиндра 
пересекаются, то один из них содержит второй. 

Нетрудно доказать, используя принципов ящика Дирихле [3, 6], что точная 
верхняя грань     , для которых существует бесконечно много векторов 
                  , удовлетворяющих неравенству 

                      
     

       .  

Не менее     для любого  . Множество неприводимых примитивных 
полиномов с целыми рациональными числами,               , удовлетворяющими 
неравенству  

                                . 

Обозначим через      . Корни полиномов            принадлежат алгеб-
раическому замыканию    поля   , на которые мы продолжим нормирова-
ние        как в §6.1 как в [3, 6] и будем обозначать      для всех     . 

Приведем несколько лемм. 
Лемма 2 [3, 6]. Для всех корней    полиномов            справедливы 

неравенства        .  
Корни           полиномов      упорядочим следующим образом 

                               . 

Через       будем обозначать множество     , для которых 
   
     

               , 

и далее полагаем, что    . 
Для полинома      c высотой             и достаточно малого числа 

     введем натуральное число   и действительные числа    из равенств 

                               . 

Определим целые числа           из неравенств 
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  .  

Из леммы 2 следует, что        [3,6], для достаточно больших  . Положим  

           

   

   
   

Используя дискриминанты полиномов           , несложно показать, что 
справедлива  

Лемма 3 [3, 6]. Количество векторов             зависит только от    и п, 
но не зависит от   и    Множество полиномов            с одним и тем же 
вектором   будет обозначать         . 

Лемма 4. Пусть                     . 
Тогда  

                        
  

 

           
     

                 
                    

 
  .  

 
Лемма 5. Пусть полиномы. И       и       из       степени не более   и 

высоты не более   не имеют общих корней в    и на цилиндре            
удовлетворяют неравенству 

   
   

                               . 

 
Тогда для любого     и         верно неравенство 

                   
         . 

 
Лемма 5 доказана для    в [3, 8], а при произвольном   доказана в [19]. 
Каждое ненулевое рациональное число           можно записать в виде 

    

              при некотором    . Определим р-адическую норму числа 

                 
             

  

Для любых       справедливо равенство                 , неравенство 

                             (7) 

и если          , то 

                            (8) 
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Таким образом, введенную норму называют неархимедовой в отличие от 
архимедовой нормы     – модуль  . Отметим справедливость неравенства 

          . 

Пополнение поля рациональных чисел по архимедовой норме приводит к 
полю действительных чисел  , а по неархимедовой норме (7), (8) – к полю  
р-адических чисел   . Каждый элемент      может быть единственным 
образом записан в виде  

                       
   . 

При неотрицательном   имеем        и число   называется целыми  
р-адическим числом. Множество целых р-адических чисел образует кольцо. 
Для многочлена      с целыми коэффициентами     и корнями 
           обозначим через      величину 

                          
 , 

которую назовем дискриминантом полинома     . 
В действительном случае дискриминант – это целое число, равное 0, тогда и 

только тогда, когда      имеет кратные корни.  
Для       обозначим через  

                                         (9) 

В [16] доказано, что  

                          
              (10) 

В [20], что для любого     и         верно неравенство 

            
 
          . 

Таким образом при        

    
 
               

 
      

Верхняя оценка в (9, 10) была доказана методами метрической теории 
диофантовых приближений. 

В данной статье мы обобщаем верхнюю оценку в (10) на поле р-адических 
чисел. 

Теорема 6. Для любого     и         справедливо неравенство 

              
 
                (11) 

где множество          состоит из полиномов третьей степени, для которых 
верно неравенство 

                     
 
    (12) 
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Доказательство теоремы. 
Случай больших   . 
Покроем цилиндр      объединением цилиндров 

                        
   . 

Три корня          полинома       упорядочим следующим образом: 

                                            ,              (13) 

при необходимости корни меняем местами. Если выполняется неравенство, проти-
воположное (13), то существуют тройки                                      
      и цилиндр   , которому принадлежит не менее     

 
  троек        с 

условием 

             
         

 
  . (14) 

Неравенство (14) по лемме выполняется для некоторых неприводимых 
полиномов               Рассмотрим результант полиномов  

                                      (15) 

в поле р-адических чисел.  
Так как 

                                 
      

                             
                               

то (15) можно записать в виде  

                      
                       . 

Заметим, что полиномы      на данном этапе можно считать неприводимы-
ми, так как количество неприводимых полиномов можно оценить: 

                  . 

Для доказательства теоремы 6 проведем классификацию корней из алгеб-
раического замыкания    поля p-адических чисел   . Пусть выполнено нера-
венство, противоположное формулировке теоремы 6. Представим цилиндр   в 
виде объединения цилиндров    с мерой Хаара   , равной        . Пусть на одном 

из таких цилиндров    окажется не менее    
 
   

 
  полиномов      с 

дискриминантами      такими, что                . Разложим эти полиномы 
на цилиндре    в ряд Тейлора в окрестности корня   . В итоге получим не менее 

   
 
      

      полиномов     , удовлетворяющих неравенствам 

                      
 
 . (16) 



24               ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (64) ● 2024 ●

Применим к полиномам (16) принцип ящиков Дирихле, чтобы уменьшить 
степени       до второй и первой соответственно. Если среди новых полиномов 
окажутся полиномы       без общих корней, то применим к ним следующую 
лемму. 

Лемма 6. Пусть целочисленные полиномы              , не имеют в 
цилиндре   меры Хаара           общих корней. Пусть 

   
   

                               . 

Тогда при любом     и         справедливо неравенство 

                  
        . 

Для неприводимых полиномов       лемма приводит к противоречию. 
Приводимые полиномы       второй степени разложим на линейные множители 

                      . 

Поскольку мы можем точно оценить как сверху, так и снизу меры множеств 
    , для которого верны неравенства                          , то 
получим для       неравенства, которые приведут к противоречию. 

 
Заключение 

Доказанная теорема улучшила результаты, полученные ранее при исследо-
вании проблемы диофантовых приближений на поле р-адических чисел, а 
методика доказательства имеет перспективы для дальнейшего развития и 
получения более сильных оценок. 
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