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Теория диофантовых приближений возникла из теории Дирихле и Минков-
ского, в которых были доказаны оценки сверху при замене действительных чисел 
рациональными числами и трансцендентных чисел алгебраическими. В последнее 
время появились работы, в которых найдены оценки меры Лебега множества 
таких интервалов I  , для которых неравенства ( )P x H  в полиномах 

   ( )P x x  степени deg ( )P x n  и высоты  ( )H H P , равной максимуму 

модуля коэффициентов ( )P x . В данной работе получены оценки снизу мер Ле-
бега-Хаара множеств  ( )P  решений систем неравенств  
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Доказательство основано на недавних результатах Д. Клейнбока, Г. Маргу-
лиса и В. Бересневича в метрической теории диофантовых приближений. 

Ключевые слова: диофантовы приближения, алгебраические числа, дис-
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Ведение 

Пусть 
 ( )                                                (1) 

 
многочлен с целыми коэффициентами степени   и высоты  ( )          |  |. 
Дискриминантом многочлена   с корнями            называется число  

 
 ( )        ∏ (     )        .                                                 (2) 

 
Если дискриминант записать как определитель матрицы, содержащей коэф-

фициенты многочлена  , не имеющего кратных корней, то нетрудно получить 
неравенства 

 
  | ( )|                                                                    (3) 

 
Положительные величины, зависящие только от   и не зависящие от   и 

    будем обозначать  ( ); где это необходимо, эти константы будут прону-
мерованы      ( )         . Символ    – это количество элементов конеч-
ного множества   ,    – меры Лебега и Хаара измеримых множеств   
      . 

Рассмотрим неравенство  
| ( )|                                                                  (4) 

 
Решением неравенства (4) является множество действительных чисел     , 

представляющее собой объединение не более, чем      интервалов    длины 
         |  (  )|, где    – ближайший к   корень ( ). Используя дискрими-
нант многочлена (1), можно доказать оценку |  (  )|         . 

Оценка снизу для |  (  )| позволяет получить оценки меры решений нера-
венства (4), однако, их недостаточно для получения точных результатов (про-
блема Малера, проблемы Бейкера-Шмидта, аналоги теоремы Хинчина). Поэтому 
кроме оценки снизу для |  (  )| необходимо иметь оценки сверху количества 
полиномов, для которых эти оценки выполняются. 
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Если дискриминант записать как определитель матрицы, содержащей коэф-
фициенты многочлена  , не имеющего кратных корней, то нетрудно получить 
неравенства 

 
  | ( )|                                                                    (3) 

 
Положительные величины, зависящие только от   и не зависящие от   и 

     будем обозначать  ( ); где это необходимо, эти константы будут прону-
мерованы      ( )        . Символ    – это количество элементов конечно-
го множества   ,    – меры Лебега и Хаара измеримых множеств         . 

Рассмотрим неравенство  
| ( )|                                                                  (4) 

 
Решением неравенства (4) является множество действительных чисел    , 

представляющее собой объединение не более, чем      интервалов    длины 
         |  (  )|, где    – ближайший к   корень  ( ). Используя дискрими-
нант многочлена (1), можно доказать оценку |  (  )|         . 

Оценка снизу для |  (  )| позволяет получить оценки меры решений нера-
венства (4), однако, их недостаточно для получения точных результатов (про-
блема Малера, проблемы Бейкера-Шмидта, аналоги теоремы Хинчина). Поэтому 
кроме оценки снизу для |  (  )| необходимо иметь оценки сверху количества 
полиномов, для которых эти оценки выполняются. 

В работе получены наилучшие к настоящему времени результаты, позволя-
ющие доказать новые теоремы в метрической теории диофантовых приближе-
ний. Найдены новые оценки для количества многочленов третьей и четвертой 
степени с заданными дискриминантами, делящимися на большую степень про-
стого числа. 

Рассмотрим следующий класс многочленов при натуральном    : 
 
  ( )  * ( )   , -         ( )   +                                         (5) 

 
В (5) степень многочлена  ( ) обозначена     ,   – высота  ( ).  
В работе Фолькмана показано, что проблема Малера [1] будет решена, если 

найти при         асимптотическое поведение величины    (   ), где  
 
  (   )  *    ( )   | ( )          |+                                    (6) 

 
Исследование класса полиномов   (   ) важно в теории диофантовых 

уравнений и диофантовых приближений. Давенпорт нашел оценку сверху для 
суммы значений дискриминантов многочленов из класса   (   ), что позволило 
Фолькману доказать кубический случай известной проблемы Малера. Широко 
применял оценки дискриминантов в задачах метрической теории диофантовых 
приближений В. Г. Спринджук [2, 3]. Им и Р. Бейкером найдена оценка снизу 
   (   )            для      

 . И Д.В. Коледой сверху    (   )  
  
        для      . 

В последние 20 лет в теории диофантовых приближений было получено не-
сколько значительных результатов, связанных с проблемой Малера 1932 года [4-
6], так и ее обобщением на невырожденные функции и поверхности [7-9]. Новые 
методы оказались полезными в задачах по оценкам количества целочисленных 
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суммы значений дискриминантов многочленов из класса   (   ), что позволило 
Фолькману доказать кубический случай известной проблемы Малера. Широко 
применял оценки дискриминантов в задачах метрической теории диофантовых 
приближений В. Г. Спринджук [2, 3]. Им и Р. Бейкером найдена оценка снизу 
   (   )            для      

 . И Д.В. Коледой сверху    (   )  
  
        для      . 

В последние 20 лет в теории диофантовых приближений было получено не-
сколько значительных результатов, связанных с проблемой Малера 1932 года [4-
6], так и ее обобщением на невырожденные функции и поверхности [7-9]. Новые 
методы оказались полезными в задачах по оценкам количества целочисленных 
полиномов с малыми значениями модулей производных в корнях полиномов [10] 
и заданными оценками модулей дискриминантов [1, 11-19]. Некоторые из ре-
зультатов приведены в монографиях [20-22]. 

 
Основная часть 

Пусть            – корни  ( ) как действительные, так и комплексные. В 
некоторых задачах принципиально доказать является ли корень    действитель-
ным алгебраическим числом или        . 

 
Лемма 1. Если полином  ( ) удовлетворяет условию |  |        ( ), то  

   ( )|  |  
 
      (         )       (     ).                                       (7) 

 
Лемма 2. Пусть     ( ),   – вещественное или комплексное число, 

   (  ). Тогда  

|    |       ( | ( )|
|  (  )|

 ( | ( )||  (  )|
 |     |)

 
 ).                              (8) 

 
Лемма 3. Для полинома (1) имеем  

   ( )| ( )|   ( )   ( )|  |, 
где     принимают значения 0, 1, …, n. 
 
Лемма 4. Пусть             – полиномы. Тогда  
 

 (       )    (  ) (  )  (  ), 
 

где   зависит лишь от степеней полиномов                . 
 
Лемма 5. Пусть |  | – бесконечная последовательность положительных чи-

сел. Для почти всех комплексных чисел существует лишь конечное число реше-
ний неравенства 

|                |                                                          (9) 
в целых числах              с условием    (|  | |  | |  | |  |)        ес-

ли только 

∑         
 

   
 

 
Леммы 1-5 доказаны в [2, 3, 22]. 

 
Разбиение на   –классы в  . 

4–
7–9

11–19
20–22

,
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|                |                                                          (9) 
в целых числах              с условием    (|  | |  | |  | |  |)        если 
только 

∑         
 

   
 

 
Леммы 1-5 доказаны в [2, 3, 22]. 

 
Разбиение на   –классы в  . 
Пусть     – произвольное, малое и в дальнейшем фиксированное число. 

Корни   полиномов      разобьѐм на классы ( -классы) следующим образом. 
Пусть              – все корни полинома  , минимального для  , ле-

жащие в верхней полуплоскости и удовлетворяющие условию 
 

|     |  |     |    |     |   .                     (10) 
 

Считаем, что    . Положим    ( ), 
 

  [  ]    |     |          (         ).                   (11) 

 
и определим целые числа            из неравенств 
 

  
     

    
            (         )                                    (12) 

 
Тогда  
 

  (    )  ⁄  |     |       ⁄            (         )                            (13) 
 
В силу (10)                , а в силу (12)     [   ]                  

            . Таким образом, с каждым корнем      полинома   можем 
связать целочисленный вектор   (          ) с неотрицательными компонен-
тами, при этом выполняются неравенства (13). 

 
Поле p-адических чисел. 
Пусть  ( ) – полином над       – конечное расширение  ,  ( )       

                      . Считаем, что все корни            полинома 
  различны и упорядочены так, что 

|     |  |     |    |     |  
Для каждого корня     определим множество  (  ) тех точек   поля  , ко-

торые удовлетворяют условию 
   
( )

|    |  |    |        (         )  
 

Лемма 6 [3, 22]. Пусть    (  ). Тогда  

|    |     (
| ( )|
|  (  )|

 (
| ( )|
|  (  )|

 |     |)
 
 
 )   

 
Лемма 7[3, 22]. Пусть     определена условием  

1–5



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ                21

Для каждого корня     определим множество       тех точек   поля  , ко-
торые удовлетворяют условию 

   
   

|    |  |    |                     
 

Лемма 6.  [3, 22]. Пусть        . Тогда  

|    |     (
|    |
|      |

 (
|    |
|      |

 |     |)
 
 
 )   

 
Лемма 7. [3, 22]. Пусть     определена условием  

|     |      |    |              
где максимум берется по всем    из области      . Тогда  

1. Если |     |   |     |  то область       есть круг  

|    |  |     |  
|     |
|      |

  
 

1. Если |     |   |     |  то область       есть пересечение       
с кругом 

|    |  |     | (
|    |
|      |

 |     |)
 
 
  

 
Лемма 8. [3, 22]. Если |  |     то |  |     . 

 
Разбиение на -классы в поле   . 
В дальнейшем предполагаем, что    . 
Выберем произвольно     и сделаем разбиение корней полиномов       

на классы аналогично тому, как это делалось в первой части работы.  
Пусть      ,      – некоторый корень  , а остальные корни полинома   

занумерованы так, что 
 

|     |  |     |    |     |      |     |      (14) 
 

Мы считаем здесь, что существует корень полинома   , удовлетворяющий 
неравенству |     |     

Положим   [  ]     |     |                     . 
Определим целые числа            неравенствами 
 

  
     

    
                                                        (15) 

 
Очевидно, тогда  

         ⁄  |     |       ⁄                         
В силу (14)             , так что из (15) следует  
 

   [   ]                                                (16) 
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Очевидно, тогда  
  (    )  ⁄  |     |       ⁄            (         )  

В силу (14)             , так что из (15) следует  
 

   [   ]                                                (16) 
 

Теперь каждому корню      полинома       мы сопоставляем целочис-
ленный вектор   (          ) с неотрицательными компонентами. Все  , име-
ющие один и тот же вектор  , объединяем в один класс   ( )   ( ). 

  Лемма 9. [3, 22]. Если класс  ( ) содержит бесконечное число элементов, то 

∑(   )
  
      

 

   
 

 
Лемма 10. [12]. Пусть    множество решений системы неравенств 
 

       | ( )|        ; 
       | ( )( )|        ; 

  
    | ( )( )|     ; 

                              
                           . 

 
в неприводимых полиномах  ( )  степени   и высоты      . Тогда суще-
ствуют такие числа      ( )       ( ) и натуральное число    ( ) та-
кое, где    — мера Лебега.      

 
    . 

 
Лемма 11. Пусть   – некоторый цилиндр в   ,     – множество                    

p-адических чисел, для которых справедлива система неравенств  
 

       | ( )|        ; 
       | ( )( )|     

    ;                           (17) 

  
   | ( )( )|    ; 

                                
                           . 

 
Тогда существуют такие действительные числа       и натуральное число 

    ( ) такие, что  

     
 
      

где    – мера Хаара в     
 
Лемма 12 (Лемма Гензеля). Пусть  ( )    [ ]      и | ( )|  

|  ( )|  . Тогда существует целое алгебраическое число     , такое что 
 ( )       |  ( )|  |  ( )|  , и  

 
|   |  | ( )| |  ( )|    |  ( )|   
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где    – мера Хаара в     
 
Лемма 12. (Лемма Гензеля). Пусть  ( )    [ ]      и | ( )|  

|  ( )|  . Тогда существует целое алгебраическое число     , такое, что 
 ( )       |  ( )|  |  ( )|  , и  

 
|   |  | ( )| |  ( )|    |  ( )|   

 
Лемма 12 вместе с леммами позволяет доказать утверждения о распределении 

алгебраических р-адических чисел         из алгебраического замыкания  ̅ . 
 
Лемма 13. Если         упорядочены так, что 
 

|    |  |    |   |    |                           (18) 
 

то верны следующие неравенства 
 

|    
( )( )|

 
 |  | |      |  |    |   

 
и поэтому при |    |  |      |  выполняется неравенство (18). 

 
Лемма 14. Пусть      и     числа         как в лемме 13. Положим 

                  и предположим, что 
            . 

Тогда корни  ( ) удовлетворяют неравенствам 
|    |    

              
 
Теорема. Пусть  ̅  (   )      и  

| ( )|         |  ( )|        
| ( )|         |  ( )|                                    (19) 
                   . 

 
Тогда существуют интервал   и цилиндр  , такие, что выполняется система 

неравенств (19),     и  
 (   )     (     )                                             (20) 

         
   
 . 

 
Доказательство. Предварительно докажем, что координаты вектора 

 ̅  (   ) принадлежат     . Из леммы 10 следует, что  
 

| ( )|         |  ( )|                                      (21) 
 
В (21) возможны 4 случая. Они аналогичны и поэтому будем считать, что 

| ( )|       |  ( )|   .  
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Доказательство. Предварительно докажем, что координаты вектора 
 ̅  (   ) принадлежат     . Из леммы 10 следует, что  

 
| ( )|         |  ( )|                                           (21) 

 
В (21) возможны 4 случая. Они аналогичны. И поэтому будем считать, что 

| ( )|       |  ( )|   .  
В этом случае (21) можно переписать в виде  
 

  | ( )|                   |  ( )|                         (22) 
 

Возьмем точку    для которой верны неравенства (22) и точку  
 

        
   |  (  )|                                         (23) 

 
Покажем, что в этой точке  (  )     В самом деле из формулы Лагранжа 

 (  )   ( )    (  )(    )   
    ( )(    )                    (24) 

 
где       . Из (23) и (24) имеем   (  )   . Это означает, что в точках    и   
полином принимает значения разных знаков. Отсюда следует, что между ними 
находится действительный корень полинома  ( )   Теперь используем теорему 
Гензеля и получим, что корень  ( ) из алгебраического замыкания  ̅  лежит в 
    

Из лемм 9—14 следует, что система неравенств (17) верна для множеств    
точек  ̅  (   ) и      

  (       ). Оценки сверху в (17) для значений 
| ( )| и | ( )|  получаются с использованием принципа ящиков Дирихле при 
         . Воспользуемся леммами10, 11 и оценками снизу для |  ( )| и 
|  ( )| из (20). Получим из леммы  

 
|    |           |    |          . 

 
Так как                , то 

         
                                                      (21). 

Из неравенства (20) можно получить значения меры Лебега-Хаара – интер-
валов   и цилиндров  , учитывая оценки снизу для      и     . Теорема 
может быть обобщена на совместные приближения в пространстве  

       
           

–
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Заключение
Доказанная теорема улучшила результаты, известные ранее в теории диофан-

товых приближений. В поле р-адических чисел это новая теорема. Методы доказа-
тельства могут быть перенесены на совместные приближения.
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Kemesh O. N., Korlyukova I. A., Sakovich N. V. REAL INTERVALS OF 
THE P-ADIC CYLINDER OF LARGE LEBESGUE-HAAR MEASURE IN 
DIOPHANTINE APPROXIMATIONS

The theory of Diophantine approximations arose from the theory of Dirichlet and 
Minkowski, in which upper bounds were proved by replacing real numbers with ra-
tional numbers and transcendental numbers with algebraic ones. Recently, there have 
been papers in which estimates of the Lebesgue measure of a set of such intervals have 
been found I  , for which inequalities ( )P x H  in polynomials 

   ( )P x x  degrees deg ( )P x n  and heights
 

 ( )H H P , equal to the maxi-

mum of the coefficient modulus ( )P x . In this paper, we obtain estimates from below 
of Lebesgue-Haar measures of sets  ( )P  solutions to systems of inequalities 
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The proof is based on recent results by D. Kleinbock, G. Margulis, and V. 
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